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C. D. 624.041.2 


O METODO DE RELAXAÇÃO 


SUA APLICAÇÃO AOS RETICULADOS CONTÍNUOS 


(Conclusão) 


3.4 PARTE 


O método de relaxação no cálculo das 
estruturas planas de elementos inclinados 
e das estruturas no espaço 


Pretendemos mostrar, ao escrever esta última 
parte do nosso trabalho, que o método de rela- 
xação é um método de aplicação verdadeira- 
mente geral, permitindo o cálculo de estruturas 
complicadas com a mesma facilidade com que 
resolve uma estrutura simples apenas, evidente- 
mente, obrigando a maior soma de trabalho. 

Abordaremos as estruturas planas de elemen- 
tos inclinados, as estruturas no espaço tipo 
«grelha» (estruturas planas solicitadas normal- 
mente ao seu plano) e os reticulados no espaço 
de elementos normais entre si. 

Os casos de estruturas com elementos curvos 
ou com elementos de momento de inércia varia- 
vel são também resolvidos por este método. De 
facto, a única diferença reside em que os coefi- 
cientes de influência respectivos não podem ser 
dados por expressões simples como as estabele- 
cidas para elementos rectilínios de momento de 
inércia constante. Eles terão de ser obtidos pelo 
emprego dos métodos clássicos de Castigliano ou 
de Maxwell, resolvendo os integrais quer direc- 
tamente quer por qualquer método aproximado 
como, por exemplo, a regra de Simpson. Uma 
vez obtidos os coeficientes de influência o 
método aplica-se de modo precisamente igual ao 
feito no cálculo das estruturas simples. 


1— Estruturas planas de elementos inclinados 


1.1 — As estruturas deste tipo com mais inte- 
resse são as vigas ou lajes quebradas e os pórti- 
cos, simples e múltiplos, de cobertura poligonal. 
Destes trataremos apenas do pórtico simples de 
duas abas, simétrico ou não, pois não pretende- 
mos tornar exaustivo este trabalho e, por outro 
lado, a apresentação do cálculo de um destes pór- 
ticos é suficiente para mostrar a maneira extraor- 
dinariamente simples como a relaxação o resolve. 


PELO ENG.º CIVIL (U. P.) JOÃO ARAÚJO SOBREIRA 


Convém desde já chamar a atenção para as 
convenções que vão permitir a sistematização da 
relaxação a este tipo de estruturas. Seja, fig. 54, 
o pórtico de abas iguais que adiante será cal- 
culado. A convenção de sinais é a mesma das 
estruturas planas já tratadas. A designação dos 
nós é feita por algarismos em ordem crescente 
da esquerda para a direita e de baixo para cima 
(existirão ressaltos como o do elemento 3,5). 
Podemos então dizer que as extremidades esquerda 
e direita são, respectivamente, as extremidades 
definidas pelo número menor e maior: no ele- 
mento 3,5, a extremidade 3 é esquerda e a 
extremidade 5 é direita. 


Fig. 54 


Outra convenção importante é a referente à 
definição do ângulo 9: é menor que 180º, e 
positivo ou negativo conforme a convenção de 
sinais indica e sempre marcado em relação à 
horizontal a partir da extremidade esquerda do 
elemento. Esta convenção destina-se, como adiante 
se verá, a permitir a sistematização do cálculo 
dos momentos de continuidade e dos esforços 
transversos a partir dos coeficientes de influên- 
cia e das deformações. 


1.2 — Consideramos, como atrás se justificou, 
os elementos de betão incompressíveis. É uma 
hipótese com grande repercussão no cálculo 
deste tipo de estrutura. De facto ela obriga, 
fig. 55, a relacionar as relaxações verticais dos 
nós formados por elementos inclinados com 
outras que as permitam realizar. 
Assim a relaxação vertical do nó 3 só é possível 
se simultâneamente se relaxarem os nós 2 e 5 de 
um valor que se deduz facilmente das caracte- 
rísticas geométricas da estrutura e do valor uni- 


relaxações 
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tário da relaxação vertical, Quer dizer, a forma- 
ção dos factores de operação é complicada pela 
hipótese da incompressibilidade, mas uma vez 
estabelecido o respectivo impresso, o cálculo da 
estrutura fica muito facilitado. 


Fig. 59 


Outra consequência da incompressibilidade 
prática dos elementos de betão é tornar iguais 
as relaxações horizontais das extremidades de 
todos os elementos relativos a um 
A fig. 56 apresenta uma estrutura de dois 
«andares»: o andar A inclui os elementos 1,2, 
24,34,78,811,10,11 e o «andar» B é for- 
mado pelos elementos 4,5, 5,6 69 e 8,9. Esta 
figura mostra como a incompressibilidade dos 
elementos permite definir a relaxação de andar, 
tal qual se fez nos reticulados de elementos 


«andar». 


normais entre si, 


Andar À 


ER 


Fig. 56 


Uma última consideração diz respeito à rela- 
xação angular dos nós de elementos inclinados, 
fig. 57. Esta relaxação origina momentos, forças 
verticais e forças horizontais. Estas últimas, 
iguais e opostas, não exercem acção sobre a 
sujeição do andar a que o elemento pertence, 
mas, em contra-partida, acrescentam de V” as 
forças actuantes sobre as sujeições verticais. 
Estas considerações, respeitantes a certas carac- 
terísticas especiais que as relaxações deste tipo 
de estruturas apresentam, destinam-se apenas a 
permitir um mais fácil exame do formulário das 
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folhas de cálculo dos factores de operação. Elas 
não intervêm na resolução prática dos problemas. 


Fig. 57 


1.3 — As expressões dos coeficientes de influên- 
cia obtêm-se a partir do sistema 1), vigas conti- 
nuas, substituindo à por: 


i=Vcos?— usen) 


Fazendo |I=cos0 e m=senº;, obtemos as 
seguintes expressões ; 


o = XxX, = 12 -— m 
m 3 
— yx.=yx,=— 12 —Im 


a a, a, E, B 
[MS —Ty=— RT = É E 
= E Yi * EVE = l a SS inee 6 [2 

a E = ea 


S0 os coeficientes rr, e rr, não são influen- 
ciados pelo ângulo º que define a inclinação do 
elemento mf. Vamos sistematizar a aplicação da 
relaxação a partir do valor absoluto de umas 
grandezas que não são os coeficientes de influên- 
cia, como nas estruturas de elementos normais 
entre si se faz, mas sim as que se obtêm destes 
pela eliminação dos factores relativos ao ângulo 9. 

A partir destes valores constrói-se, num impresso 
de cálculo semelhante aos já apresentados para 
outros tipos de estrutura, o quadro dos coeficien- 
tes de influência. 


1.4 — Os coeficientes de influência permitem 
formar os factores de operação. Apresentamos 


nas fig. 58 a 60 os impressos de cálculo e res- 
pectivas fórmulas, relativos a vários tipos de 
relaxação. As primeiras figs. 58 e 59, incluem 
os casos de relaxação angular de nós e horizon- 


| CONVENÇÃO 


permitem por si só formar todos os factores 
necessários ao cálculo de uma estrutura cujos 
nós não possam deslocar-se verticalmente. É o 
caso, por exemplo, de estruturas sem assenta- 


RELAXAÇÃO — FACTORES DE OPERAÇÃO 


DE o ESTRUTURAS PLANAS (ELEMENTOS INCLINADOS) 


SINAIS 


d=-(H+%) 


por obrs etementos | 


Fran 


fabio 


Mi [Flag = raro 


R 
; 
2 
: 
E 
: 
E 


Xz-|xrise : Mexa 


Y=iyrl cos +lxrl 


arquisr de um nó ferma 


cb por um elemento vertical e 
um ou obs elements inciinados. 


delaxação 


Paecslrria : Pbeglrriae ; De==Cmrrlaat m lrel se 


Pas] FFl,o” = EP ; M=-,; Lrrl -— 


EORMULAS E IMPRESSOS DE CÁLCULO 


dm! yrise cos6 + |xrle sen 8, 198; = |yr' cos 6, + |xr! ge SONG, by O 


x = lyrlas cos “sos +| xl as sen 160º foro = S/sx(-0940) +SISX TIE? N(-GISA)=- Sad 
X- Lyrlas os 20º +lxrles sen 20º (20º =S15 X DIO +SER OIL ROSES = SEA 


Ye-(sasesas)=o 
141 FPlgs == 1470 MA =-(m |FPlas + FR ÉPigs ) = (2741 +2741 = s442 
Ha = |Yr me Cost, +[3€"| se Sen q, Po do ; X |Yrlep COS fa + xls senda foda De =-(35 +) 


Pr) FPI se Mm IFP ac ars ]FPles A Mal é m FPI ue + mm 1FPlse + mM FPI eo) 


K=- 1X, ge 17 ; Xelxrl,o = 84 


Oo = x 4 & x = 


Es vii |Yrlas cos=20" +XF las Sen=20º [Q=20" = SIS XQ 9404515 x(=0 S42) x (-Q 164) = Sd 


Y=-(548 


J=-s44 
May lFPas= — 1370 


+ 2741) =— 8445 


Fig. 58 


CONVENÇÃO q i* 
DE bs 
SINAIS J 


PÁ = FED 


Cv” CACESÍPEINENTO CÁESÍCO. 


Relaxação anquior de um apoo 


]: 
+ 
3? 
83 
FE 
84 
Ee 


Mostirrias ; Dhe=(m reias tm) 
Xy=-iXrl,o == SOS 


RELAXAÇÃO-— FACTORES DE OPERAÇÃO 
ESTRUTURAS PLANAS (ELEMENTOS INCLINADOS) 
FÓRMULAS E IMPRESSOS DE CÁLCULO 


Man XP as X= FiaPr 


Ns = Ma 


| Mom | xr]; = 304 


Me=tlxriç s-tg02 Now-(mrri,atMa)=-(1645 +1000)==4645 


Mas oclaa ; XeeiXXleg ; 
Pa = Le dr Mesh =|rxl co Ee 
Estas expressões são válidos qualquer que seja à forma da cobertura. 


X,- XXlsp = S04 : Ri = |XXley =S04 
Xe=-(s0e +Jos)=- os 


= Ale d PR ds PA a s=|fXlas = os 
HM, My lg =3 


Fig. 59 


tal de piso, Estas relaxações e a relaxação de 
apoio semi-encastrado, fig. 59, são de aplicação 
geral qualquer que seja a forma da estrutura; 


mento de apoio e nas quais intervém, na forma- 
ção de todos os seus nós, pelo menos um ele- 
mento vertical de apoio. 
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Além destes impressos apresentam-se mais e de um outro não preenchido, com valores do 
dois de relaxação vertical: o relativo a uma | 3.º exemplo que adiante calculamos. 
viga quebrada e um outro referente ao nó de 3,5 — Para completar a sistematização que pre- 


RELAXAÇÃO — FACTORES DE OPERAÇÃO 
ESTRUTURAS PLANAS (ELEMENTOS INCLINADOS) 


CONVENÇÃO 
DE 


FÓRMULAS E IMPRESSOS DE CÁLCULO. FOLHA 
1 
|'oh 
NE Pata 
ES Desiryia 5 d=Yyico , Ja=-(MN+%) 
£2 Xp=-Ka=y Yico: tg a 
Rn Mi Mo=iryia é Me=Mo=-rylo 
ao — a | + -— — dg = E 
| ES | Y =lyyip=003 0 XyYgurarss; Jim -lersiraros)=-asse 
Eh Kg XY ylgo ) tg2r= atos asog=a2ss 
NE NM, =irylomsoao ; MN M=-ryigaoo 8202 
DM 
&3 
? ê 
| E Mario do Noriyvio : Ye=-(4+)) 
3 + 
| $ A Xe Xo | YYlus : go 
7 Me Mo=iryia o NecNoeiryico 
IGÉ | 
Ee Sá om Renais 
as D=IYYp = 4193 : Very gar 4193; N=-(a197+4195)=- 4386 
“a X=-Xa=yy pê fg ora os : D509= dos 
mo 
CE: | Pe Modrygeseo Mo M=|ryl gs 
e ali 
Fig. 60 
CONVENÇÃO  «* RELAXAÇÃO — FACTORES DE OPERAÇÃO 
DE | dar ESTRUTURAS PLANAS (ELEMENTOS INCLINADOS) 
l SINAIS va | = FÓRMULAS E IMPRESSOS DE CALCULO | — FOLHA 18 


Be Sena, - ho 


= COSap+l, Send, = L0JIM 
BC 


fem “p= 


no” 

p= COSoptl; SENA = hOJPM 
a 

Ta É a SIC bo 200 root, 


sa CE SONO ' 


(= BC (cosaj-COSa,)m 0,289 


ses Lira are, for 


= CE (cosa; -COraa)= 0289 


E 


[Vos | 
x =m,|7Y| o cosa, +m XY ao Sena, toa, +! |xxaa 90, + T, igo, 
Xa= no YYicecosa,+na|xvice sen xptgap+l, |xxlpe toe, + Ta lgu, 
Pietra: Dn get 
Mo ColrXoe 1Me=-nalrvice LA | 

| de o pórtico não for adiantado 03 ultimos termos das expressões ea são nulos. 

| Ae=t, |XXl,p c-otapnsor esa; Ko=d, [XXlgsn0200 x S04m 54 ; X=se-s8=0 


Nesndrvge=no!rvles 


Y =n, yr; s cos 20º en, |Xy|, sen 20º tg 20 + 4 [XXI a bg 20º + Tk bg aobios Dr 129 ROS4O SOIS RITING SAIA Ode + 
+ 0209 NON QICL+ OO N 0,364 = 430 


| 
| 
| Y =nslyylas cosso"=n,|XY|ss Sen coctgoor +d, |KKlactozo + Taty oba ce PN PISRQ SACA LOSPRIPORQUEIA Cs0a + 
| +29 PN IO E QI + TODD E UJéd a LIA 


y =-(4J0+4I0) == fdo 


Relazação verbeal de um po ae vs póriico com ob 


medo gor dus Mfenrentos (rCfsrapdos 


| M=-Litx| == qeasa pila 283 Lan, ipa 2ES  LOJPA SIS = 263 m E Té 


] 
Mmasa-arias 


| A És PXlgs mas eg! = fós & Pon rriss +itdm LOJPrSsAPoS=27) 


Fig. 61 


cumieira de um pórtico de abas inclinadas, iguais tendemos fazer, resta obter a partir das defor- 


ou desiguais, sem ou com tirante. mações, que a relaxação fornece, os momentos 
Os impressos das figs. 58 a 61 estão preenchi- de continuidade e os esforços transversos. 
dos, com excepção do relativo à viga quebrada As expressões em que se baseiam os impres- 
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sos de cálculo que fornecem estas grandezas, 
são : 


Ms fEsha [to e 6 — 


M 


== Yes (vB— VA) cos O — 


| | 
—(ug—ua) sen 6) atras re +, rr | ap rp 


To =|yy lap | (vp— VA) cos (=) E 


—(ug— u) sen O | = yr] (ra + 85) =— Ta 


São expressões de fácil dedução se se notar que: 


óB— 04 = (ve — va) cos O — (us — ua) sen O 


1.6 — Vamos terminar o calculo das estruturas 
planas de elementos inclinados com a apresen- 
tação de três exemplos. 


1.º Exemplo : 


Seja a viga quebrada da fig. 62. Nela se 
apresentam as acções de encastramento não equi- 
libradas. No quadro LXIII, impresso de cálculo 
preenchido com os algarismos escritos em itálico, 
apresentam-se os coeficientes de influência, ou 
melhor, aquilo que convencionámos designar por 
tal. Nem sequer são, como se disse, os seus 


valores absolutos quando dizem respeito a ele- 
mentos inclinados; é esta a razão porque elimi- 
nâmos dos seus simbolos o sinal meio arco. 


!| as 
125! "1,60 a "E 


As sujeições a aplicar nos nós 2 e 3 suportam 
os momentos e reacções de encastramento não 
equilibradas. Há que formar os respectivos facto- 
res de operação, utilizando as necessárias folhas 
de cálculo, figs. 58 e 60. Assim se forma o quadro 
LXIV que inclui duas relaxações de grupo 
resultantes, devido à simetria da estrutura, da 
igualdade de rotação e de deformação vertical 
dos nós 2 e 3, Consegue-se assim realizar a rela- 
xação, quadro LXYV, apenas em duas operações 
definidas pela equação auxiliar anexa. Pode-se 
dizer, com propriedade, que a relaxação reduz 
o cálculo de uma viga quebrada a um simples 
preenchimento de impressos. 

Observe-se que as deformações verticais Va e V3 
são o dobro do valor obtido na operação de rela- 
xação, como facilmente se conclui através do 
exame da folha de cálculo dos respectivos factores 
de operação; de facto a relaxação vertical do 


QUADRO LXIII— Coeficientes de influência 


Estruturas planas (Elementos inclinados) 


Unidades: Tonelada, metro 
X X = (yiy = 12 id [8%] EF ed E rr] 
| L3 L2 m 
Xxy| = |yx =12 é ry| = yr|=6 É [rr 
a [3 E f 
| oo 4 = É ES ni | 
Elementos | | [XX | yy| Ea xr] 
= [ B=ExI L 
A,B | | Xylolyx|||ry|ojyr 
1,2 255 4193 5242; | 
34 |21><10'| 26,0 X 1075 5460 | I$9E I4I5 2541 
24 25 4195 5242 


QUADRO LXIV-— Factores de operação 


Unidades : Tonelada, metro 


e meme ms mm 


| 1 2 | 4 
Tipo N; | Ni Xi X1 Y; Ys 

| No N3 Ya | Y3 | 

| I | [= I | —14.818 | — 3041 | 2391 2851 | — 4368 RN o o | & | —5242 | O 
2ir;= í—1I 3041 | 14.818 | 2851 2391 | o | 4368 o | o | o -—- 5242 
q [Vj= I 5242 e s242 | —B386 o || se2 |i— se42| —- 82398 | 8238 | 4193 4193 
4 |Vg= I 5242 |— 5242 | o | —8386 | 5242 - 5242 8238 | — 8238 41093 4193 
5 |[Vo=Vj= 1| 10.484 | —10.484 | —B386 | —8364 | 10.484 |— 10.484 o o 8386 8386 
6 |rm=—ry;=I|—11.777 | 11777 | 5242 5.242 || —4368 ps o | Oo — 5242 | — 5242 


DS 


QUADRO LXV — Relaxação 


Unidades : Tonelada, metro 


| 
Valor da | 
Tipo | relaxa- N> N; Y, Y, 
ção | 
0.33 | — 0,33 | 1,85 1,85 
> 0,000537 5302 | — 5,62 | — 4,50 | — 4,50 
| ESTES a, PR siena a Sao E 
Soo | — 395 | — 2,05 Ss 2,65 
6 0,0005053 | — 5,97 5,95 2,65 2,65 
| o o o | o 
Equação auxiliar : 
Ea 5242; 
1,85 — 8368 x +- (0,33 + 10 484 x)xX EE o 


*. X == 0,000525 


Deformações totais: 


Fr: ==>" 0,000505 rad. 
Fry => — 0,000505 rad. 


Vo = V; =2> 0,0005397 = 0,001074 m 


t t/m 
AVADANAEA MALAS VARAL AMARO ROLE MALAS DANI SADA ALA VAD 
16, 
x Á 


sante observar que, em virtude da estrutura ser 
simétrica, só o seu tramo inclinado sofre esforços 
axiais; o diagrama destes esforços mostraria que 
eles são nulos no ponto médio, de tracção na parte 
superior e de compressão na metade infe- 
rior. 


2.º exemplo : 


Pretende-se calcular o pórtico de duas abas 
iguais, perfeitamente encastrado nos apoios, 
submetido a uma carga uniformemente distri- 
buída de 0,5 tim e a uma outra concentrada de 
0,5 t, fig. 64. Nesta mesma figura apresentam-se 
os momentos de reacções nos extremos dos ele- 
mentos supostos encastrados; delas se obtêm as 
acções não equilibradas que as sujeições supor- 
tam. 

O quadro LXVIII apresenta os coeficientes de 
influência desta estrutura e o quadro LXIX con- 
tém os factores de operação obtidos nos respec- 
tivos impressos de cálculo. 


t t/m 
TREINADA NAO PRE ELSA AGO NERDS ELIAS SODA DOAR AAA OEA RE DALAASAAA RER EIA! 


Fig. 63 


nó 2 obriga o nó 3 a deslocar-se da mesma 
quantidade e vice-versa. 

Os quadros LXVI e LXVII 
momentos de continuidade e os esforços trans- 
versos devidos às acções não equilibradas. As 
acções finais obtêm-se na fig. 63, sendo interes- 


fornecem os 
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Na fig. 65 desenha-se a deformada provável 
deste pórtico submetido às acções não equilibra- 
das. Ela nos guiará na operação de relaxação, 
quadro LXX. Chama-se a atenção para a facili- 
dade da formação deste quadro, que exige muito 
pouco trabalho; se notarmos que todas as res- 


QUADRO LXVI — Momentos de continuidade 


Reticulados planos (Elementos inclinados) 


Unidades : Tonelada, metro 


Elemen- 1 2 3 4 5 6 | 7 8 9 10 11 12 13 14 15 Ma Mg 
tos 
| 1 o o À usrNa AI 
| Ey | AB Vg- Va cos6 | Ug—UA | seno |mjrrias |f|Trl|aB A 'B 1X2x3/1xX4X5| 6x8 | 7X9 |13+13]—x12] 4941-+124+13|-10-+11-+14-15 
5242 107,4 . 1075 I 0 o 8736 4368 0 50,5. 107$ 5,63 o o 2,20 | 44I| O — 3,43 — 1,22 
5241 0 0,891 0 0,454 6082 3041 s0,5.1074| —so,s. 1075 0 0 307|—1,53]—3,07| 1,53 1,54 —I,54 
5242 |—I0o7,4.1075 I o 0 8736 4368 — $0,$ . 1074 0 — 5,63 0 —441| O o |-—-2,20 1,22 3,43 
| 
QUADRO LXVII— Esforços transversos 
Reticulados planos (Elementos inclinados) 
Unidades : Tonelada, metro 
Elemen- 1 2 3 4 5 6 7 | s 9 10 11 12 Tp 

tos 

AB [vv las Vg— Va cos6 | Ug—UA | sent [yr las 2 ' to Ti Ta dd ESSA | posa 

1,2 4193 I107,4.10%| 1 0 0 5242 o 50,5. 1075 450 o s0,5.1073| 2,65 I,85 

2,3 I4Is 0 0,891 0 0,454 2541 so,s. 1074 | —so,s. 1075 0 0 0 0 0 

34 4193 |—I107,4.1075| 0 0 5242 — s0,5 «107% 0 — 4,50 o — 0,5. 103 |—2,65|] —I,ôS 


2343 2343 
31 


| E Fig. 65 
o ns = 
Fig. 64 


QUADRO LXVIII — Coeficientes de influência 


Reticulados continuos (Elementos inclinados) 


Unidades: Tonelada, metro 


| B | B 
== | = Pr == 2 mis = 4 — 
XX | |yy| 12 Es rx XT T a [8£] 7 
lia! ug É Iyl=|n|=62 | Irr[=2 E 
pa] = [98] ma nj=[n|=s0 pet 
— : = = == = 
Elementos | | PEN) | yy | sd RR na 
E 1 B=Exl Ms a 
A,B xy : | Vx | Ty : YT| m f 
1,2 | 6,0 304 gI1 3645 | 15822 
2,3 2r,0x 10º |260,4><107º| s468 | 7,981 129 sIs 2741 | I370 
35 7,957 129 515 2741 | 1370 
4,5 | 6,0 | 304 g11 3645 | 16822 
QUADRO LXIX — Factores de operação 
Unidades : Tonelada, metro 
| | | | 
am I 2 3 4 5 | 
Ti 
E Nº | No | No X % | NM | Ni | X de | % Y, 
I = 1 — 6386 | —1370 | O gr 548 [rm o a 911 o E 548) o 
2 =—I 1370 | 5481] 1370] Oo o || 6 o | o o 548 | — 548 
3 5 =— I o 1370 | 6386|— grI 548 | 1822 o gII o — 548 
4 U=+1 qu o gir | — 608 o | QII 304 304 o o 
5 Vy=+1 272) O |—22) o |— 250, 263) — 88 | 88| 175 175 
Verificação 
(1): — 6386 — 1370 -- 1822 -- g11 < 6,0 + 548 < 7,5 =2 
(2) : + 1370 + 5481 + 1970 — 548 XxX I50 = o 
(4) :4>x 91 — 2X 304 X 60 = 4 
(5):272 — 272 + 263 — 263 + 175X 5 — 175 X 15 =0 
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QUADRO LXX — Verificação 


Unidades: Tonelada, metro 


ê Valor da I 2 | 3 4 5 Nº 
H | relaxação | Ny N; | N, X Ya 
| 
ati | |— is 

2,34 o |-2,34 | 0,50, 375 

5 | o,joTo7o 291) O |-291 0 5511 
5,25 o — 325 0,50 Õ | 

4 | 0,00T65 L5t| O 151 | 1,00] O | 2. 
6,76 o |-374|-0,50] O | 

ro 0,00106 |—6,76 |—1,43 O 0,97 | 0,58 | 3. 
| O |—143|—3,74| 0,47, 0,58 

3 0,00059 o o,8o | 374/—0,53 | 0,32 4 
o |—o,63 o |-0,06| 0,90) 

5 | 0,00285 0,78 o |-0,78 o |—1,00| 5 
| 0,78|—0,63 |—-0,78 | — 0,06 —o,ro 

“1 | 0,000T5 |—0,98 |—c,21 o | o14 0,08, 6 
|-0,20 |-0,84 |-0,78| 0,08|—0,02 

2 | 0,00014 | ong] 0,74) 0,19 o. “1H 
— 0,01 |—o,10 |-0,59| 0,08 —o,02 

3 | 0,00009 o o,13| 0.59|—-0,08| o,os| 8 
—0,0I | 0,03 o o | 0,03 


Deformações totais : 


r9 = (1) = 0,00106 +- o, 00015 = o,00121 rad. 

r; == (2) = — 0,00014 rad. 

r; == (3) = — 0,00059 — 0,00009 = — 0,00068 rad. 

U =(4) = 0,00165 m 

Vs = (5) = 0,01070 + 0,00285 = o,01355 m 

U;=U = 0,0071765 m 

U, = U; +; V;=0,00165-+0,289xX0,01355= 0,00557Mm 
U, = Us —l, V;=0,00165—0,289>x0,01355=— 0,00227m 


tantes operações necessárias à resolução deste 
exemplo se reduzem ao preenchimento de sim- 
ples impressos de cálculo, conclui-se que a 
maneira como se consegue aplicar a relaxação ao 
cálculo de estruturas deste tipo é na verdade 
extraordinariamente simples. 


7 Mm 
ROMA A DERERO DADA SO RAND R ERRA AAA RAN ESET LRN MAS AAA 


Realizada a relaxação ela fornece-nos as defor- 
mações horizontais dos nós 2, 3 e 5: obtêm-se 
a partir de U, relaxação de andar, de V; e dos 
valores ly e |+ determinados na folha de cálculo 
dos factores de operação relativos à relaxação 
vertical do nó 3. 

Os Quados LXXI e LXXII completam o cálculo 
deste exemplo. Na fig. 66 obtêm-se os valores 
finais dos momentos, esforços 
esforços normais. 


transversos e 


3.º Exemplo : 


O último exemplo consiste no cálculo do pórtico 
anterior, mas agora supondo-o com um tirante 
de 5 cm? de secção, com as bases dos pés direitos 
semi-encastrados num solo que reage com 1000 tm 
por unidade de rotação. Os coeficientes de 
influência são os mesmos do exemplo anterior. 
A partir deles formamos os factores de operação, 
figs. 58, 59 e 61, apresentados no quadro LX XIII. 

A relaxação, quadro LXXIV, é ainda muito sim- 
ples apesar da existência do tirante e dos semi- 
-encastramentos. Os quadros LXXV e LXXVI 
completam este cálculo. 

Na fig. 67 apresentam-se os valores finais. 
Será interessante verificar o enorme efeito do 
tirante na redução dos momentos instalados no 
pórtico e isto apesar da acção desfavorável dos 
semi-encastramentos. 


2 — Estruturas no espaço (tipo grelha) 


2.1 — Consideram-se apenas os reticulados de 
elementos normais entre si. 

Este tipo de estruturas caracteriza-se por supor- 
tar as acções exteriores à custa de uma defor- 
mação no sentido normal ao seu plano e de duas 


os m 
ore oem 


Fig. 66 
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QUADRO LXXI — Momentos de continuidade 


Retiulados planos (Elementos inclinados) 


Unidades: Tonelada, metro 


1 2 3 4 5 6 | 7 8 | 9 10 11 12 13 14 15 15 Ma Mp 
” | nm O TE Sa DR 
Irylas | ai | cos 9 [FX jaB Ult: sen 9 cr As elce las! FA rg 1xX2xX3/4X5>X6| 7X9 | 8x 10 |14+ 14 5 X13 —-+2+13-414 | 114 124+15-+16 
gr1 | 0 0 grr | —22,7x107* | — TI 3645 1822 o Tá,1><r0"* 0 2,07 0 2,22 | 444| O 4,29 6,51 
s1s | 135,5>x107*|0,940| 515 39,2>x107* | — 0,342 | 2741 1370 12,1><107* | — I,g><10"! 6,55 | — 0,68 3,32 | —0,19 | —O, 38| 1,66 — 4,10 — 5,95 
sis |-r35,s><10"*l 0,940 | 515 39,210"! | 0,342 | 2741 1370 | — Lgxro”! | — 6,8x10"* | — 6,55 0,68 | —0,38 | —0,93 | —1,86 | —o,19g 5,92 58 
gI1 0 o | 94 | 55,7x107* | —1 | 3645 1622 | 0 — 6,8><107* 0 — 5,07 | o | —I,24 | — 2,48 | 0 | — 6,37 =. er 
| | ' 
QUADRO LXXII — Esforços transversos 
Reticulados planos (Elementos inclinados) 
Unidades : Tonelada, metro 
Elemen-| 1 | 2 3 4 5 6 | 7 8 9 10 | 11 12 13 14 tá 
tos | | e 
AB |yy a and?) cos 6 aa 227 sen 9 [yr las A Ea 23 4x5 | 9 — 10 1>x<11 | ra + Tp 6x 13 |12—14 
1,2 304 0 o |! -22,7x107*|—1 gII 0 I2,1xX107? 0 22,7>x107* |— 22,7>x<10"*| —o,69| I2,/xXI0"*| ro |— 1,79 
2,3 129 I35,5><107*| 0,940 | 39,2>x107! | — 0,342 | 515 r2,1x<107*| — 1,g>x107!| 127,gx107'! — r3,g>x107* | I14,08x1074| 1,82] rogxr0"| o,s5| 1,27 
3,5 129 |—r35,5>»<107*| o,ggo| 3gzx10!| 0342] 515 | — Lgxro*| — 6,8x1074 |—I27,g>x<<107!| I3gx107! |—140,8>x107*| —1,82| —8,2xI10!|— 0,42 |— 1,90 
45 304 0 0 55,7>x<107*| — 1 gII 0 — 6,8>x107* 0 — ssgx10!|— ss,7x10-*| 1,70] —6,8x107!|—0,62| 2,32 


esse 


L9 “Bra 


q 
Ee E 
5 E; 
"q ne 
— 
o) 
O 
8] 
1º 
Pro sro w- em 
DAME S SA DOE ADE DLIMA TA AREA NRENNUNII ADAM AD RERRA LEIA AIA DADA REL : e 
wj) 5% "T à. 
E €g 
E q 
s n 
º) 
382 E 
I— = o'9X 116 +- 0001 — Srot — zzgr — :(L) 
I=o'gxX 116 — ocor +-Stgh -+- zzgr :(9) 
: S905ÍPIULIDA 
| | | 
o o r16— o 0001 — | o Stot— | o o 116 cegr — o | o I+t=tu4 | E 
o o o 116 o oco! o Sror | o 116 — o o  Ezgr [I— = 9 
oE+ oE+r 89 89 — o o | Egg Ega — | o9gg — | o cle — o cLe 1 + = a Ç 
o o Fo£ to€ o o | 116 116 | O gog — | IIÓ o IIÓ IH = Lá 
g'S — | o IIÓ o o o |zegr |O grs | 116 — | ggêg oLEr | o 1I—=% £ 
ghS — | ghs o o o o o | o o | O oL€I T9pS oLEr — 1I— = tí z 
o gts — | o 116 — | O o o cegr — | gtf 116 o oL€r — ggfg — Ii =ê | I 
NE À PRN + jp | 
| 
N IN EX X ' £ “ | 
SX EX | “x FX SN EN N N N odit 
| 4 9 S Pol T I | 


oxaw “vpepuoj : sapeprun 


opóriado ap saxopry — IIIXXT ONAVNO 


diversos elementos. As acções sobre as sujeições 


deformações angulares segundo os eixos dos 


des 


dois momentos segundo as duas direcç 
coordenadas do plano e uma força segundo a 


A fig. 68 mostra como se devem numerar os 


em ordem crescente da esquerda 


para a direita e da frente para trás. Nesta figura 
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QUADRO LXXIV — Relaxação 


Unidades: Tonelada, metro 


um 1 2º | 4 5 6 7 id 
Tipo | Valor da relaxação No Ni Ny x Y; N Ns 
2,34 O — 2,34 0,50 3,75 é O 
5 0,00436 1,19 o —119| 0 |— 375 | —4I5 | 15 I 
3,53 O SS 0,50 o —1,15 1,15 
4 0,001ÓS 1,50) o. 1,50 | —1,00 o 550 1,50 | 2 
5.03 o —2,03 | —0,50 o 0,35 2,05 
I 0,00094 | —bo3 —1,29 | o 0,86 0,52 | —1W7I o 3 
— 1,00 | —1I,29 | —2,03 0,36 0,52 — 1,36 2,05 
3 0,00032 Oo | 043) 203) —o,29] | 0,17 o 0,58 | 4 
— 1,00 iai 0,86 0,07 0,69 na 36 3,23 
7 jooeg! MESA d A 5 
—1,00 | —o8B6 | —1,66 0,90 | 0,69 | -— 1,36 | — 1,00 | 
4 o,co181 165 | O 165 | —I Io o 165 165 | 6 
—065| —o86| —oo1| —o,20 0,69 0,29 0.65 
| 5 0,00103 0,28 o —o,28| o | — o8g | —o;27 0,27 7 
"” o99| —o86| —o,29| -o,20| — oo | 0,02 0,92 
2 0,00021 0,29 116 | o29| o. o o o 8 
1,22 0,30 | “| —o20| — 0,20 | o02 0,92 
I 0,00022 —1.42| —o,30 | 0,20 ota | —0,40 | o 9 
| — 0,20 o | o — 0,08 — 0,36 0,92 
7 0,00020 o o | -o36| o18 » | 8 — 0,92 £o 
—o,20 | O — 0,36 o,18| — 0,08 | --0,38 o 
4 0,00038 0,34| o | o34| —o23| o. 0,34 0,34 | UH 
O 14. o —oo2 | —-oo5| — 0,08 | —o,o4 0,34 
7 0,00007 o | o | —o13 907) 0 o E A end I2 
O,14 o | —o1s 0,02 | — 0,08 — 0,04 o 
3 0,00002 o | —-0,03| or5| —o02 oo | O | 0,04 13 
0,4 0,03 o — 0,07 — 0,04 0,04 
i dica =04 | —0,03 — 002] oo | -oq| o | M 
o. a: 0,02] — 0,06 — 0,08 0,04 E 
6 0,00002 0,03 o — 0,02 | o * 0,08 . I5 
0,03 o 


o | — 0,06 | o 0,04 | 
| 


Deformações totais : 


r9==(I) = 0,001I9 rad,. 


ry == (2) = — 0,00021 » 
T4 = (3) =— 0,00034 » 
U =(4) = oc,00384 m 
Vy =(5)= 0,00539 » 
ri = (6) = — 0,00002 rad. 
r;= (7) = o,oorIB » 
U;= U = oc,00384 m 
U, — U 

U;=U 


apresenta-se a maneira como se designam as 
rotações e os momentos, a força e o desloca- 
mento vertical, bem como a convenção de sinais 
adoptada. 

Assim o momento que faz flectir os elementos 
paralelos ao eixo Ox designa-se por N e a rota- 
ção respectiva por r e o que flecte os elementos 
paralelos a Oy por L e p respectivamente. O 
deslocamento e a força vertical são w e Z. 
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— lise V; = 0,00384 — 0,289 X 0,0053539 = 0,00228 m 
- |, x Vs = 0,00384 + 0,289 X 0,09539 = 0,00540 » 


2.2 — Como se vê, há que considerar rotações 
segundo dois eixos normais: as rotações r em 
torno de Oy produzem momentos de flexão N 
nos elementos paralelos a Ox e momentos de 
torção N nos elementos paralelos a Oy; as rota- 
ções p em torno de Ox produzem momentos de 
flexão L nos elementos paralelos a Oy e momen- 
tos de torção L nos elementos paralelos a Ox. 

Os momentos e forças de reacção devidas à 


QUADRO LXXV — Momentos de continuidade 


Reticulados planos (Elementos inclinados) 


Unidades : Tonelada, metro 


Elemen-| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ng 12 13 14 15 16 Ma Mp 
tos | dO a 
| = | | | | | LA 13 | 
AB | rylas Ve — Va cos b ||rx/aB| Up—UA sent I|mirrlap| f|rr|as TA rp 1X2X3]4X5>6) 7X9 | 8>x<10 [14414] X1% 92133414) 1141241546 


a À q mm. 


ra gr | 0 o | grr | 22,6xXI10-4 —-I 3645 1622 | —0,2X107* | II,gxI0"f 0 — 2,07 |—0,07| 217] 434] -0,03 0,03 2,24 
2,3 515 | 539>xI107%| 0,940 | SIS | I50X107* | —o,342 | 2741 1370 II,9x107* | —2,1>x107* | 261 | —0,27 3,26|— 0,29] —o,56| 1,63, 0,09 — 1,83 
E; | 515 |-53,9><107*| 0,940 | s1I5 | Is,6x<107* 0,342 | 2741 r370 | —ar>x10-*| —3,4>1074| —2,61 0,27 |—0,58| —0,47|—0,94| 0,29 1,83 1,65 
45 911 | o o | gir | 5g40xI074 — 1 3645 | 1822 r1,8x10-! | —3,qx107* 7 — 4,92 4,30|—o,62| —1,24| 2,15 — 1,24 = 4,67 


QUADRO LXXVI — Esforços transversos 
Reticulados planos (Elementos inclinados) 


Unidades: Tonelada, metro 


Elemen- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 11 12 13 L 48 2 Ty 


tos 
A,B Irylas Va — Va | cos 6 Ug—UAa sen 0 lyrlas TA rp 250 3 4> 5 o—lo t><11 72+8 6>< 13 Sis Tá 
I,2 304 o 0 22,8>x107* — 1 gr1 | —o,2x107*| II,gxI071 o - 22,8x107!| 22,8»x107*| 0,69) rI,7>x10"*| 1,07| —o,36 


2,3 129 | 539>xr0"*| 0,940 | Is,60>x107* |—o0,342| SIS rr,g>107!| —z,1>x<10"* | sog>xr10"*|— s3>10-*| s6,0>x107*| o,72 9,8x10"*! o,so| 0,22 
35 129 |-—s3,9x107*| 0,940 | Is6xr107? 0,342] 515 | —a,1x107*| —3,qxX 107º | —so,gx 107º s,3x107*| —s6,0x107!| — 0,72] —s,sx107*| —0,28| — 0,44 


AS 304 o o Soco | sf gII I1,8x107! | —3,g>xI07* o — s4,0x107*| sgox107!| 1,64 Séro | 0,77) 0,87 


= + ema di as 


d 
sé 
Sli 


o 


Es 
Cpo ques 
pe 
= 


CC — om pg cm O Cc T—— O o— — 


4 
: 


Jr 
4 


no 


, 


bc E 


jugo 


E 


flexão de um elemento motivada pelo desloca- 
mento à e a rotação r de um seu extremo são 


Elementos paralelos a Oy: 


dados, como se sabe, por : | pz | = | Zzp | Es B 
| IL? 
-B ' 

M=2— (204-2Lr) es, B 

6 (004 Liz) a E 

[3 | f [PP = a Na 

O to d E j e 

momento de torção que como reacção se | Fr = 


instala no extremo de um elemento devido à 
rotação 7 imposta no outro extremo, é dado pela 
expressão : 

LS 
E 


“3 


em que C é a rigidez de torção do elemento con- 
siderado. 

Estas expressões permitem escrever os seguin- 
tes coeficientes de influência : 


Elementos paralelos a Ox e a Oy: 


[22 = 12 — 


Elementos paralelos a Ox: 
al=[Rj=6] 
[;Z 


Rl=4 


| 
[ 


| m 
rlorjmelm e 


O Quadro LXXVII, referente ao 1.º exemplo 
que adiante resolvemos, é um impresso de cál- 
culo preenchido de acordo com estas expressões. 


4,3 — A partir dos coeficientes de influência 
calculam-se os factores de operação em impressos 
apresentados nas folhas n.º 19 a 23, figs. 71 
a 74. 

Para melhor se perceber como é obtido o for- 
mulário que acompanha estes impressos, porme- 
norizam-se na fig. 69 as três relaxações possíveis 
de um nó formado por dois elementos. 

Chama-se a atenção para os esquemas das 
folhas de cálculo : eles apresentam a traço inter- 
rompido grosso duas posições possíveis de um 
dado elemento. Em face de um caso objectivo, 
marca-se a traço cheio a posição real do elemento 
e atende-se aos sinais que certas expressões 
devem ter de acordo com esta posição. 

Alguns impressos não estão preenchidos em 
virtude de os exemplos feitos não incluirem as 
relaxações a que dizem respeito. 


QUADRO LXXVII — Coeficientes de influência 


Reticulados no espaço (Tipo grelha) 


Unidades: Tonelada, metro 
|º dEle a Rd | addaglBl=S 
= E Elementos | a Ox: 2 É.| = E im [fr] A E, r 2 ; El pp! r 
z2|= 12 —; 
Ê tás ]|º e RAD [> e B — B =|  € 
Element | Oy: zpi= = b-— dis E| =27 e eae 
ementos |! a Oy | SP | [FR om PP] Ee p L E je | L 
mi sã E POr 
Elementos | | ce | | e | | 
— E si I B € L [| o || SS 
|s a Ox li a Oy | | |TZ pz m | É m | f 
— 1» | | | | 
1,2 21.107 |26,0.107*| 5466 | 1708 |3,0| 2430 3645 — |7291 3645 569 
E | | | 
ei À | kara o] | | | 
2,3 |27.70/ A peno TA Ag 1708 | aid 2430 — 3645 | — | 569] 7297 | 3645 
| | lido É É duo É 
| | | 
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As extremidades A e B são respectivamente 
as extremidades esquerda e direita de um ele- 
mento, isto é, as extremidades com menor e 
maior número de referência. 

As expressões anteriores permitem formar os 
impressos de cálculo que mecanizam o cálculo 
dos momentos e esforços transversos. 


4,5 — Apresentam-se, por último, dois exem- 
plos de cálculo; compreender-se-ã facilmente, 
através do seu exame, tudo aquilo que temos 
exposto. 


1.º exemplo: 


Seja a estrutura formada por dois elementos 
normais entre si, encastrados nos extremos e su- 
portando no seu vértice a carga concentrada de 1 t, 
fig. 70. As vigas têm uma secção de 0,5 >< 0,25. 


Fig. 69 


4,4 — Na sequência das questões a resolver, 


há agora que estabelecer as expressões que dão Fig. 70 
os momentos de flexão e de torção e os esforços 
transversos instalados nos elementos de uma estru- 
tura, a partir dos seus coeficientes de influência 


Ê é * Eos 4 - 
e das deformações linear e angulares que os seus prismático ('): 


extremos sofrem. a — e pre CO = É bo G: mix = 
ig ==: y a f mix. 
L 


Estas expressões são: 


a) — Elementos paralelos a Ox 


| e | Nr ta? | 
o (Ma=—jrziag(We— WA) +Em|FrlagTAdg|rr]ag ES 
Momentos de flexão [es] 
Ma = — [FZ las (Wo Wa) = m|Pr AB 3 4 rr ap TB 
Momento de torsão: p= | Pp ap *Pa TT Pa) = — Ma 
Esforço transverso: Zp= Z | gp MR) |2r (rad-rs)=— Za 


b) — Elementos paralelos a Oy 


“= sei Tom MT | | Te | | 
MA = Pp uid WB WAS rea DP lag PA FPP am Pp 
Momentos de flexão | ai | 
My = =|5; WB — W pl P ppl Pp 
| é = em. | a Ra 
Momentos de torção : ip = pjEr o (rr) = — NA 


Esforço transverso . Zp = [22 mm (WB — WA) — 
| 


= | 
Zp | ( ) 
“P AB Pa + Pg 


(!) S. Timoshenko, «Strength of Materials», part 1. 
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Acha-se conveniente relembrar as seguintes 
expressões relativas à torção de um elemento 


CONVENÇÃO,, | RELAXAÇÃO — FACTORES DE OPERAÇÃO 
DE + RETICULADO NO ESPAÇO (TIPO GRELHA”) 
SINAIS at FÓRMULAS E IMPRESSOS DE CÁLCULO 
Z,clEZl,a - EcrlEdpc E Z,=(IEZlp +|EZipe) 
Leleo : Mo Ac-lFilge 
:L conforme AB está, em relação 4 BC do tado positivo ow negativo do eixo 0y 
Z-H! = ; EB * al = :Z=(lír) + )=-( 
L=L «pal = po N-N=-lpalo = 


| Pelavação rertical de 


Eclítiw : Fa” Ez ac Eco-(iEZlan tiZElac) 
Mor Mentiras ; Laclestipêise 
:L conforme AC esta em relação 4 BC do tado positivo ou negativo do eiro oy 


Z,-1EE), pm 2430 - Z,=|fãl,, = 2430 A «-(15ãl,s + [E21,5) nitiasiaa 2430) ==sa00 


M=",- |PEl,p nadas h L,=l,=-PBI,pu-s6es 


Ei 
3 
8 
L 
ê 
í 
: 
É 
" 
a 
8 
: 
E 
É 
g 
E 
S 


Pelaração vertical de 


| Paetíilas ; Zeoclêdlao : Zorlíiiao ; Zoo (das + lFdlae + Edo) 
Laclózlas: Lo--loiloo: LosléilasclóZioo + Mac No-2IFilac 
Ny conforme B,C está em relação AD do tado positivo ou negativo do eixo OX 
ZM o Za = Zn = ER AB ER 
| " g o 


rerircal de 


L-ipãl Lp] == ; E-lpal “fd 
NM =| =. 


F deslado 


| em né de fes pas em 


Pelaração 


Fig. 71 


— a * | - | — 
CONVENÇÃO “2 cór RELAXAÇÃO — FACTORES DE OPERAÇÃO 
“A RETICULADO NO ESPAÇO (TIPO GRELHA”) 
FÓRMULAS E IMPRESSOS DE CÁLCULO EA 


Easlítls ; En lE| pe : Escléil cs - Ees-(lfilas + EE lgc + ERlço) 


Nocltêise : Mpe-irêloo ; Delta iPélo 5 Lav LestibRlae 


7 aireto. 


| tL conforme AC esta em relação à BD do lado positivo ou negativo do emo 0y. 


Zi, aD40 ; Z,=|fi),qeso4o a É su, acao; - E -(lftl,+ EE! ti) = 


== [3040 + S0S0 + 3040 j== 18:20 
MFB, 1560; M,=-|Fêleg*=2 380 Me = [FR Allo 1500 =2360m 0 
L,=Le+|pêl BETE 


vertical de um no oe 


E | 
| 
o 
E 
neh 
É | 


pe 
E 
Ê 


Ze lfila Zac ixo ; Zorlíiloo ; Epolfilco ; Eco (1EHlaç+HELIgc+|Blop+fikce) 
La lóilgc  : Ler-lprico : Lerléalaco IPalco 
MarlFilac p= |FRico : Me Filsc-|FEleo 


SAUM RO | = 


=p Ê E2l;7 somo 5 E rifil,: pSos |; z eulédlgas S060 Egrlédl,o = s040 


vertical de um no de 


Pelaração 
quatro vigas. 


af | Ese(182,,+ EB alo HEI qo) == (8040 + 20600 4040 + 8040) == 20:60 
E ciE,s z3do 4 L=-lbEl,g=- 2380 . L se Dê. s-|DBlçga 1560 = 1560 = O 


Mis IF 13603 A, =-|Fãl,e=- 1300 : PY, =|FEl,s-lFÊlg 7380 = 7360 O 


Fig. 72 
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CONVENÇÃO " Etr RELAXAÇÃO — FACTORES DE OPERAÇÃO 
DE +E - RETICULADO NO ESPAÇO (TIPO | GRELHA) 
SINAIS % FÓRMULAS E IMPRESSOS DE CÁLCULO 


Esc slêrlpe + EcrslfPloc o Neca; McciFPas 
Mh=-(miFPsc + flFPlus) = 
Os smais tupermres de | É: correspondem ao caso de BC estar do (ado positivo de 0y 
É ee Pl, poousss 3 Z,=|Erl,, == 4643 
Ma-plFFl,» =-2645 ; Mo =ylFrl ços s0 
Mos-(mlFPl, tflPPlos ) + (22074 569 )=- 2860 


delaração anguiar no pl 
no OXEZ de um no de 


Ea=slEglac + Zc=t Falso : Ne=r lg ' Ma=elfãlsa ' Mo="i77! mp 


Mas (migilsctriToas +rlógiao ) 
US sina Superiores de É correspondem do caso de BC estar do lado postava de OX 
Z- jr são if) Negri iN-cr= 4 
Ne=-(mreleelemeeleel = + + J= 


Zar-líriao » Eoelério ; Zeclêrsclêro 
MAs : MorFlrrlo : MrlFHsc 

Me mlfrac tmlfrco telFrlao | 
sa-lgPlgnersso ; Po lérigursoo 4 Egrl8%lps IEP Igs= 1860-7360 nO a | 
Me=-elrrlgae-asso ; Macelfhgr-seo po A wrlFPl go mto 


deiaração anguiar no pie) Pelaração angular no 
no OXZ de em mo de | plano OXE de um no' 


Ma-(m IFP ga + mIFAgo + HIFPI aa) == (18420 4ms206 nat) nc 


RELAXAÇÃO — FACTORES DE OPERAÇÃO 
RETICULADO NO ESPAÇO (TIPO! GRELHA” ) 
FÓRMULAS E IMPRESSOS DE CÁLCULO 


| CONVENÇÃO 


-— 
DE A 
SINAIS /.. 


EslEria  : Zoo : For EPso-lÉPico 

Mez-plFFlc A Mo=-plFrlep ' ACF IFPl ac ' Ne =plPFlce 

tá A =-(m MPa: m FFlep +FIFFlacte! FHleg) 
Z,=lEMç== "560; E,clfPlgers00 ; Ec|EPl,so |EPIsg = 1560= 76000. 
N- -PlPPl geo t560 ; ANE - Ns PPP las UMa : Ns PPP ta! 


im 


Pelaração angulá” no 


piano OXZ de em no 
de quaíPo Frgas 


M=lmlFrls + mirP o +f FP as + fiFFl,o) n= [15120 + 15.120 4210) + Hot ae so? 


Pxmslépias à Zoctlzblas ; LasrlPPyo : fo c=FlPBlge 
Ls =-(mlpplastrlPPlsc) 
Os Sinais Superiores de É correspondem do caso de AB estar do lado positivo de 0X 


E E 


Z, «+FPl;, = 1645 + Ê, == | PERES EE 


+ Es rs Ts 


mano 0YZ de em no 
de duas modas 


EamelóPlc : Eemtlêpico : Lavrlbblac é LocrlóPio : LozrlóPlco 

Lc =-(mlóplac +f IPPlnc ++ BPle») 
Os smais superrores de Z c correspondem do caso de AC estar do lado positivo de os. 
seléplgesco ; | c+lz pl 1860 


É, -FlBbl,a=-1560 ae L,rlBPla rar - L, -f|bpljp star 


Pelaração asquiar no pie) feisração anguar no 


três roças em 7 dimeto 


no OFF de um no de 


L- (ml Pblss +rIBÊl, + ATA - (18120 + tar + tar | == 11483 
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CONVENÇÃO ,p ás 


Z,=- | ZPlap 


plano oyz | 


s vigas em Taeilado 


RELAXAÇÃO - FACTORES DE OPERAÇÃO 
RETICULADO NO ESPAÇO (TIPO"GRELHA”) 
FORMULAS E IMPRESSOS DE CALCULO 


Epslépiso ; 


Ls=-r DPya à Lo=-"IPPlap : 


E Ls - (mifplas+mlPPlso +FIPPlac) 

| E a TO E ii - 

a | E E 

se | É =«-|Zp| -- . Ê£- EB! = És Zp! -lZpl = - = 
EEE L =-ripp| =- E a-plfpl = L-rippl - 

um 

38 L --(migol +mppl +spol Je + + J-- 
Ea! | ae . 


Le=-(mipplac + mlbplce + FlPPlac +rlPPlco) 


Le-nlbde-rso 5 Lo rPDlgporseo 5 Loca mto 5 der Dlgen ta 


3 Zu-léPlcc  ; Eerlépico : Lcrléplsc-lÉPIce 

q Lav rlPPlac , Lev-rPPles ; LarribPlsc : 

e | 

s mó e | 
de | Z,=-|gpl,s=- 2500 Fal E,=|£pl,g= 7360 E Z,=láBl,s-|ÉPlsgo 1300 -1580= 0 
E 

| 

rem 

ãs 

Es 


L.=-(mlppl,s+ mpp|sa + FléPlas +rIPPl se)==(14120 AISO QL! + LEI 


LrlEDlsa-EPlao 


Le=riPPlac 


LosflPPlco 


) =- 32.803 


Fig. 75 


em que : 


9X é o momento de torção devido à rotação 7 
imposta à extremidade de um elemento de com- 
primento L. 


C é a rigidez de torção 
G é o módulo de elasticidade transversal 


b e c são respectivamente a altura e a largura da 
secção do elemento 


a e É são constantes que dependem da relação 
entre bec: 


2100 150 200 250 3,00 
C 

« == 0,208 0,231 0,246 0,258 0,267 
B = 0,141 0,196 0,229 0,249 0,263 


Sabe-se ainda que para o betão G é dado por: 


7 E 
e 2,2 
Aplicando ao exemplo, temos : 
- = 2,00; 2==0,246; [==0,229 
G = 9,55 >< 10º; C = 1.708 


bo | 

4,00 o 8 10 co 
0,282 0,299 0,307 0313 0,333 
0,281 0,299 0,307 0,313 0,333 


No quadro LXX VII calculam-se os coeficien- 
tes de influência e os factores de operação são 
apresentados no quadro LX XVIII. 


Os quadros LXXIX, LXXXI e LXXXII comple- 
tam o cálculo, sendo de observar a extrema sim- 
plicidade da operação de relaxação. Na fig. 76 
obtêm-se os esforços finais. 
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QUADRO LXX VIII — Factores de operação 


Unidades: Tonelada, metro 


a [2 [2 [5] 
| aee | No La fa | Ni L, Zi N; L; Za 
E 4 [= — mB6o [8) 3645 | — 3645 o — 3645 569 o o | 
2 | pp=—I | o 7860 2645 || o RE 569 o o, 3645 | —3645 
3 | W=—r | 3645 | —3645 | —480 | 3645 | o 2430 o —3645 | 2430 
4 |bh=-—Pp;=1| —7860 | — 7860 7290 | —3645 =— — 3645 | 569 | 3645 — 3645 
| | 
Verificações ; 
(1): — 7860 — 3645 + 560 + 3645 X 3 =— 1 | 
(2) : + 7860 + 3645 — 569 — 3645 x 3 = — 
(3): 3645 + 3645 — 24930 X3 — 3645 4- 2430 X 3 ='0 
QUADRO LXXIX — Relaxação operação, quadro LXXXIV. Neste não se inclui- 


ram, como até aqui se tem feito, os factores 
relativos às reacções de apoio, pois isto alonga- 
ria bastante esta exposição. A verificação habi- 


Unidades: Tonelada, metro 


| 1 2 3 
Tipo: | q Or | tual destes quadros pode ser feita a partir dos 
| da relaxação | No Ls EM É ; 
I j ; valores obtidos nos impressos de cálculo dos 
Ear SS | am 
| | factores de operação. 
o | o 1,00 
3 0,0006776 | 2,46 2,46 — 3,28 
| | 2.46 — 2,46 | — 2,28 
4 | 0,0009313 ooo | — 2,16 2,40 | 2.28 
——— | — 
o o 


Equação auxiliar: 


7290 
1,00 — 4860 x + 3645 x x = 0 
7860 


x = 0,000676 


Deformações totais: 


r4 == 0,000313 rad. 
p> == 0,000313 rad. 
Wa == 0,000676 m 


2.º exemplo : 


deja a estrutura da fig. 77; a fig. 78 apresenta 
as acções de encastramento dos diferentes ele- 
mentos. As vigas têm todas a mesma secção: 
0,60 >< 0,30. O — 
No quadro LXXXIII calculam-se os coeficien- 
tes de influência e a partir destes os factores de Fig. 78 
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QUADRO LXXX — Momentos de continuidade 


Reticulados no espaço ( Tipo «grelha») 
Elementos paralelos ao eixo Ox 
Unidades: Tonelada, metro 


Elemen-| 1 2 3 4 5 6 7 - 9 | 10 | 11 | 12 18 MA | Mp Mg 
tos 

1 POA. SA E TO, 

AB [|'Xas] We —Wa lmlfrIas dE las TA 'B | Plan Ps— Pa |[1X2/3X5|4x6|1+1l)9 —9+10411|—9 +12413| 1><8 


1,2 | 3645 |6,726,107* | 7291 | 3645 | 0 | 323.104 


569 |—3,13.1074|2,46| o |1,14| 2,26 
| | 


] 


QUADRO LXX XI — Momentos de continuidade 
Reticulados no espaço ( Tipo «grelha») 


Elementos paralelos ao eixo Oy 


Unidades: Tonelada, metro 


| 
Elemen- | 1 2 3 4 5 6 | 7 8 9 10 1 12 | 13 | MA Mp Me 
tos 
1 ATER oe, ENE 
AB 2 las We — Wa nlPPlas dl Plus PA Ps lelfrlas | Tera | 1X2]3X5 Moi + 2 —9 +10 +41! -9 +12 418! 7>x<8 
2,3 | 3645 |—6,76.1074 | 7291 | 3645 |—31I3107*| 0 569 |—-3,13.1074/—2,46|—2,28| O o [=ETA 0,16 1,32 — ,016 


QUADRO LXXXII — Esforços transversos 


Reticulados espaço (Tipo grelha) 


Unidades: Tonelada, metro 


Elementos 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 ZB 

las We — Wa Cras ra rp [Pas PA + Pp 1x2 | sea | BO | Pd Dm 
2430 6,76 . 1074 3643 |313.107!| — | — 1,64 | 114 — 0,50 — 
2430 —6,76 + 10 — — 3645 — 313.107! | — 1,64 — — II 4 = — 0,50 


QUADRO LXXXIII — Coeficientes de influência 


Reticulados no espaço (Tipo grelha) 


Unidades: Tonelada, metro 


Elementos a Sem|= as =». ue. B. se | es 
N RA * |Zr [FZ p'm|Fr RA SEáI Lº E|PP| L 
| at? 
L El Is e mé m|=6 B o |=4, e | B me e 
ementos || a Oy zp| p pm PP| [é E| PP > É F| L 
Elementos | | am | age | srs | o | 
| | | E cr PP, 
L B CjtIta | - - 
Sa Ox|| a Oy | Ez pz m | f m | f 
oi ES DS E SP | PE | E AR. SESI E A AS! SEE 
” 
2,3 | 
+53 é une” ) 
gil 2r.10* | s,g.107?| 11.340] 3543] 330 |5040|7560| — | Is.120|7560| — [III 
56 | 
7,8 | 
| 
6,9 | | 
2,5 
——| 2r.t0º | s,g.107º| 11.340|3543| 30 |50g0| — |7560| — [|IIÓI|Is.I20|7ç60 
518 
QUADRO LXXXIV — Factores de operação 
Unidades: Tonelada, metro 
| Tipo Na N: Ns Ls Ls Ls | Za Zs Zs 
| I | Q= — 91.421 | 1181 o -—— -— — | o o 
2 G= 1181 | — 32.602 1181 — — — o o o 
3 = + o 1181 | —31.421 m- — — a o o o 
4 p= 1 + ca — — | —I7.482 |— 7560 — |— 7560 | 7560 = 
5 p= 1 0 | — é | — — |— 7560 |—32.602 | — 7560 |— 7560 E 7560 
6 Pps=—I | — — — — 7560 | 17.482 o 7560 |— 560 
7 Nos 2 | o o o — ms60 |- 560 o |—IS.I20 5040 o 
8 W= 1 | o o o 7560 o |— 7560 sogo |—-2o.160| sogo 
9 W= 1 o o o o 7560 7560 o 5040 |—I5.I20 
10 q:=q=qs=1I|—30.240 | —30.240 | —30.240 — — — o o o 
10 Wo=W=I o o o — n560 o 7560/— 15.120 | Iro.oBo|—15.120 
II pp=—ps=I — — — | —T7.482 | o 17.482 |— 7560 | I5.120|— 17.560 
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QUADRO LXXXV— Relaxação 


Unidades: Tonelada, metro 


| | 
Valor de 1 | 2 | 5 a é | R ” ú N 
Tipo | açã | | | 
| relaxação No; N; Ng Lo L; Ls Z; Ls £s | 
Do E RES BEE BRENO EEE RES BESSA GUGU RS GR 
o o E | 9,75 o —= Ojo |, 90 6,00 1,59 
8 0,0004167 o o o 2 BI5 | 0 eis | Mp6 | — 840 | zo | 1. 
AN E: o o 3,90 o — 3,90 300 | — 240 3,60 
10 0,0002480 o o nm Es O RO | — 3,60 | 240 | —3f6o | 2 
o | e o 2,10 o — 2410 | o o o 
II 0,0001201 o o o — 2,10 e 10 | — ogt | 182, =002 | 3 
a ne | o o o o — 0,91 | 182 | —ogl 
8 | 00007220) o | O o 0.54 o — 0.54 | 0936 | —IAS | 03 | 4. 
| o o o 0,54 o — 0,54 | — 0,55 037 | —o55 | 
10 | —0,0000364 | O o | o 0,28 E se DO 7 RR 
| “o o 0,82 o — 0,82 o | o o | 
é o'oooon6o | o A A ia : 134 | —os8 | 16 ou É. 
o | o o — 0,52 o 052 | —o,8 Li6 | —aos8 | | 
8 00000458 | O | O | 0 | mgs A a E cu | =008 | 68.1. 7. 
“o o | o — (0,17 o 0,17 — 0,35 0,24 0,35 | 
10 | —o,0000231 | O o [o 0,17 o — 0,17 0,35 | —o,24 0,35 8 
| em dim “o o o o | o | o 
| | a 
Equações auxiliares: 
| | Io.oBo 
6,00 — zo160 x +- ( 1,50--5040 x) ES TãO: =0 .*.X = 6,0004169 
o.080 
1,82 — 20.160 x + (— o,gt [5040 x) : = 0 «.*. X = 0,0000720 
[5.120 
à = SERRADA o costa 


210 — 0,82 


Deformações totais: 


Ps = (—IL) = — 0,0001970 
W, = We = (10) = 0,0001785 
Ws = (8) = 0,0005345 


A relaxação é feita no quadro LXXXV; utili- 
zam-se três equações auxiliares, tendo-se conse- 
guido anular completamente os residuos. Veri- 
fica-se que a simetria da estrutura simplifica 
bastante esta operação. 


4,19 

mto Os quadros LXXXVI, LXXXVIL e LXXXVII 
pum completam o cálculo. Na fig. 79 obtêm-se os 
4,79 


esforços finais. 


3 — Reticulados no espaço 


O o,90 o a asa 
ash —o E — 3.1 — Consideramos apenas os reticulados de 
k Ve SA 223 a o 023 
080 19,90 135 


elementos normais entre si e destes so os for- 
Fig. 79 mados por nós de três elementos, dois horizon- 
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QUADRO LXXX VI — Momentos de continuidade 


Reticulados no espaço ( Tipo «grelha») 
Elementos paralelos ao eixo Ox 


Unidades: Tonelada, metro 


, , 
| | | | | 
| | | | 
| 


| 1 PRE SR 
ps a | - e a | — >< 12 
AB ||"XijaB| No Wa miriam das TA FB (Plus PB — PA | 1X2 3X5/4x6 11 +11 tá — 94H0-+H11|— 9 +12-+13| 7x8 
aci | iii a A RE A ED | | 
1,2 | 7560 17,85.1072 | 15.120] 7460 | 0 | 0 II81 r9,70.107º| 1,35| 0 0 0 o | — 1,35 | — 1,35 0,23 
2,3 | 7560 |— 17,85.1072 | I$.120| 7460 o | 0 rr81 |— I19,70.10"º|— 1,35 | O 9) o o 1,35 1,35 |—0,23 
us | 7560 | s8gs.Io- | 15.120] 460 o o rr81 o 404 | 0 | O o o — 4,04 — 4,04 o 
56 | 7560 |—s3,g5.107º | 15.120] 7460 o o | 1181 o —-g04] 0 | O | o o 4,04 404 o 
7,8 | 7560 17,85.107º | I5.120 | 7460 0 0 1181 |— 19,70.107? | 95] O 0 0 0 — 1,35 — 1,35) |—0,23 
Di | | 
8,9 | 7560 | — 17,85.107º | 15.120] 7460 0 0 IIS I9,70.107* |— 1,35 | 0 0 | 0 135 | 1.35 0,23 
SS rir e o | | 
QUADRO LXX XVII — Momentos de continuidade 
Reticulados no espaço (Tipo «grelha») 
Elementos paralelos ao eixo Oy 
Unidades: Tonelada, metro 
DR E E E E 
Elemen- 1 2 Eq 4 5 6 7 8 9 10 | 3 13 | MA | Mp | ig | 
tos 
hs | = Lo |—— A — | — 
75 ||Plas | Wo-Wa nm Panel PP las | PA ERR [sei po Ri Se ei e 2 | 9410-411] —9-p12-418| 7x8 
A | E = di no Cide fi | + 
2,5 7560 35,6.10-º | 15.120 | 7560 19,7 107º 0 0 2,69 | 2,97 0 0 1,49 0,26 | 7 ga o) 
IIS1 
| 


só 7560 | — 35,0.107* | I$.120 | 7560 0 — 19,7.107* o —-269| O [149 — 2,97 o 1,20 — 0,28 0 


ee a um mm 


QUADRO LXXX VIII — Esforços transversos 


Reticulados no espaço (Tipo grelha) 


Unidades: Tonelada, metro 


Elementos 1 2 | 3 4 5 | 6 7 8 | 9 | ZB 
A,B e | | La | — —— 
Ze ma Wa — Wa ||Zrlan|rarel|2Pas| patre | IX2 3x4 5X6 7-8 | 7-9 
sogo 17,85.10 “| 7560 7 — — 0,90) o| — | ogo| — 
s040 |— 17,85.1075] 560 0 — mo —090| 0| — |—0g0] — 
s040 | Sagdro-*| g560 o | = ea 2,69 | he 2,69 E qa 
sogo |-— D3,qgô.1074) 560 0 — — — 2,69) 0 — |—2,69| — 
sogo | I7,89.107+| zs560 o — — 0,90] 0, — | ogo| — 
| 5040 |— 17,85.10) 7560 0 =| — — 0,90 | O e ad — 
| 
20 | sogo | 35,676 | — — sed Ph 7.105] I,79| — t,49| — 0,30 
3,6 | SM — 39,610"! | — = une —I9,] 10%) 1,79] — |— 1,49] — |—0,30 | 


tais e um vertical; isto para não tornarmos 
excessivamente longo este trabalho. 

O cálculo dos reticulados no espaço são muito 
dificilmente abordáveis pelo método de Cross, 
aliás o único método analítico, além da relaxação, 
que o consegue fazer com certa facilidade. 

É bem certo que, geralmente, as estruturas, 
apesar de continuas no espaço, podem ser consi- 8 
deradas como um conjunto de reticulados planos | 
contraventados transversalmente e como tal cal- 
culados, sem grande prejuízo económico. Mas 
isto não significa que sempre assim suceda, e 
certamente algum de nós já terá lastimado não 
ter realizado toda a economia possível no dimen- 
sionamento da sua estrutura por não a ter podido 
calcular como continua no espaço, devido à falta 
de um método prático que lho permitisse 
fazer. 


ci 


O cálculo de uma estrutura no espaço será E 
sempre mais ou menos extenso. Interessa, por- Fig. 80 
tanto, que o método a empregar seja «seguro», 
isto é, nos permita chegar ao fim com a certeza — isso ele terá de ser simples, tanto quanto possível 
de que o trabalho feito não será perdido. Para sistematizado e de verificação fácil e progres- 
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siva. Só assim nos sentiremos tentados a uti- 
lizá-lo., 

Temos a convicção que conseguimos adaptar 
a teoria de Southwell de forma a tornar fácil o 
cálculo dos reticulados no espaço. 


3.2 — As estruturas no espaço de elementos 
normais entre si podem ter, localizadas nos nós 
e áparte os efeitos de possíveis assentamentos, as 
seguintes deformações: rotações segundo os três 
eixos acordenados e translações segundo os eixos 
Ox e Oy. A fig. 80 apresenta a convenção de 
sinais e as designações a adoptar. Assim os mo- 
mentos e rotações são respectivamente: segundo 
Oy, Ne r; segundo Ox, L e p; segundo Oz, 
R e q. A convenção de sinais mantém-se a 
mesma : positiva segundo o movimento dos pon- 
teiros de um relógio. Na mesma figura mostra-se 
como numerar os nós e apoios: em ordem cres- 
cente de baixo para cima, da esquerda para a 
direita e da frente para trás. 

Admitindo a hipótese da incompressibilidade 
prática dos elementos de betão podemos dizer 
que as deformações lineares se fazem por pai- 
néis: os nós 2 e 4, 6 e 8 deslocam-se igualmente 
segundo Ox, podendo, no entanto, esta desloca- 
ção ser diferente para os dois pares, razão por- 
que se considera a relaxação horizontal de painel 
e não a de andar, como nas estruturas planas se 
faz; o mesmo se diz para os pares 2 e 6,4€e8, 
mas agora referindo-nos ao eixo Oy. Há por- 
tanto que designar os diferentes painéis, o que é 
feito por letras maiúsculas em ordem alfabética 
crescente da esquerda para a direita e da frente 
para trás. O facto de uma mesma letra designar 
um painel paralelo a Ox e outro paralelo a Oy 
não origina confusão pois quando a eles nos 
referimos é por intermédio de Us e Xa, Va e Ya, 
respectivamente. 


3.3 — No caso mais geral de solicitação a 
estrutura da fig. 80 origina uma operação de 
relaxação de 16 colunas, ou seja 12 relaxações 
angulares e 4 lineares. Felizmente, porém, as 
estruturas simples — geralmente são deste tipo as 
que temos interesse em considerar como conti- 
nuas no espaço — apresentam muitas vezes carac- 
terísticas de simetria que simplificam extraordi- 
nariamente o seu cálculo. 

Para este tipo de estruturas e para todas as 
outras de nós fixos, podemos dizer abertamente 
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que o seu cálculo como contínuas no espaço é 
muito simples e «seguro» quando se utilize o 
método de relaxação como a seguir o apresen- 
tamos. 


3.4— O modo de aplicar a relaxação ao cál- 
culo dos reticulados no espaço é absolutamente 
igual ao que se tem feito até agora: começa-se 
por calcular os coeficientes de influência de todos 
os elementos e a partir destes formam-se os 
factores de operação que vão permitir realizar a 
operação de relaxação; esta fornece-nos as 
deformações, translações e rotações necessárias 
ao cálculo dos momentos de torção, de flexão e 
respectivos esforços transversos. 

O problema é, todavia, agora mais extenso. 
Com efeito, há elementos paralelos às três direc- 
ções coordenadas que podem flectir em dois pla- 
nos; em cada um deles podem reinar esforços 
devidos a dois momentos de flexão, aos esforços 
tangenciais correspondentes — normais entre si — 
e a um momento de torção. 

Os coeficientes de influência são calculados 
em impressos de cálculo, fig. 81, de acordo com 
as seguintes expressões : 


Elementos paralelos a Oz: 


xx] = 12 EE s || dr 
[x a , x | = sr L2 
das Bx c EG) açao: NBA o Bx 
yy|=12 Ti py = |$p 0 Tê 
m É | 4 SA - f a BE À 
| BR | É 
m/55|=4 =: f rr [= 2 
gm E 
! E 
qq L 
Elementos paralelos a Oy 
LAR] Bz Ts qm, Bz 
im [EN G|=|m|= E 
RE» C sm, | o, Bx 
] Eis E | = jar ae 
rr E E | pz 6 L 
es | B; a 
[PR | e 4 = E pp = 2 
em | Bz . sm | à Bz 
m|q4| = 4 Ko f aa a 


Elementos paralelos a Ox 


E “ E, arm, B f 
did | L 
a ] É By E a By 
m | rrj= 4 —= 3 tltr | = 2 
L L 
-— Bz | Bz 


Nestas expressões, de fácil dedução, atende-se 
ao facto de os momentos de inércia de uma 
secção poderem ser diferentes conforme o plano 
em que a flexão se dá. Estes momentos de iner- 
cia serão designados de acordo com o eixo da 


coordenado Oy; do mesmo modo a rotação p 
faz intervir os momentos 1, dos elementos para- 
lelos a Oy e Oz e a rotação q os momentos 1, 
dos elementos paralelos a Ox e Oy. 

Os impressos de cálculo da fig. 81 estão 
preenchidos com os valores referentes ao pri- 
meiro exemplo que a seguir se apresenta. O seu 
preenchimento é imediato. 


3.5 — Obtidos os coeficientes de influência 
formam-se os factores de operação nos impressos 
das folhas de cálculo respectivas, figs. 82 e 83. 
Estas folhas dizem respeito apenas a rotações de 
nós de três elementos (dois horizontais e um 
vertical) e às relaxações horizontais, segundo Ox 
e Oy, de um reticulado de um piso. É muito 
fácil generalizá-la a outros tipos de nós e a reti- 
culados de mais pisos. 


RELAXAÇÃO — RECTICULADOS NO ESPAÇO 
COEFICIENTES DE INFLUENCIA 


Unidades : 


Efamantos E aralefos a Oz 


Ee [us DE ilíilom Sa 


Efem entos p 


IR od a 


=== 0 0 —— ed o 


- EA 
-*[15,5= 104 [ 54,0xio-4 | 2635 


rotação que flecte o elemento: a rotação r, de 
eixo paralelo a Oy, flecte os elementos paralelos 
a Ox e Oz, fazendo intervir os momentos 1, das 
suas secções, isto é, os momentos de inércia em 
relação ao eixo de simetria paralelo ao eixo 


Tenelada, metro 


= combpblas —— lpPI=> e :Slaal - 


266 


EL O 
MM 103. 


1418 
a o] 
+ 
ses 


aaldMica DE ATE aid 
pelaa]) dr plana: 2 oc eJPPI E 


É agora a altura de chamarmos a atenção 
para aquilo que nos permitiu dizer que o cálculo 
das estruturas no espaço, de nós fixos ou simé- 
tricos de nós móveis, é muito simples. Repare-se 
em primeiro lugar que a relaxação angular de 
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RELAXAÇÃO -FACTORES DE OPERAÇÃO 
RETICULADOS NO ESPAÇO 
Fórmulas e impressos de cólculo 
Xe Xu" |EPse 
Zoe leres ; Za = FlzRlen 
= =fPPIae; Mo =glPPleo; 


“Folha 24 4 


Na mt Jrrlac 


Ne=-(mjrrlact mes te |PPloe) 


Os sinais superiores de Zp e Z4 dizem respeito do coso de CD estar do lado positivo de Ox 


xe Dlgee=sr; Xu cha nsoa 
488 Epi =4255 1 £s =+| ÉPlaa n4255 
= 1005 No: Es PR qreSBIO É Na =ejrriaas bã& 


Por pm [ÉPIzat p lÉMa)= (ara +11 340 ii Ai 


Yaz |9Placi Yue=[íPlac 
Zoe s|ÉP se; 
La e-pJPPge; E 


Qez de um nó de do- 
os vípos é oPum pior | 


Reloxo 
no 


Za = *|£B| sc 
Lo =-glPPlac; Lo=plÉBlco 
Le ==(mPPlactm ÉPlse +plPPles) 
Ds dinoeis Superiores de Za ez, dizem respeito Do cogo op ac estar do lodo positivo Oy 


Yo =HBla = 5305 Yp m=]SPl gaz 032 
gp E 38 (EPlqu=- 4152 
Lsrytea .=709; La po sdTe LacplêPl,an0os 


Los (m [Bl utm | Blat dia lia) ==(tara PA 
Xs=*9]sp* Xo=*[=9l gp 
Yert|Pleo; Yo=ElPlco 
Ra=-ffilao: RoscglSilass Resplódlpe 
Ro=(mlTilao*m|dGlse+elPilao 
| Os sinais. superiores deX e Yoizem | respeito qo so coso de DC e AD es forem respectvomente obs dodos pesrfivoge 
Xs*- 1Égluo=- MMS é Kame [xls = E+|083 O 
us + Gas tt0835 Sesc bl; == 1088 
Pssp fosse = 274: Resp] sp =-1417 4 Rez=p]99] > iai ia: 
Rar (ml folaatm | Fsgto 169] sa)==(2ess ioso +273)=-2943 


ão angular 
| 


no Osa de um nó 
Pias vriços e de 


Relaração anguior segun-| Pelos 


Fig. 82 


RELAXAÇÃO - FACTORES DE OPERAÇÃO 
RETICULADOS NO ESPAÇO 
meme fórmulas e impressos de cálculo 
Matas Xe Ig; Xa [lap + EH o 

Xo(Xat Xe * X) 
Na Nos [P=| o Ne cNec|PX o: RorRos s|9x] 
Rr cRuz=s [FX so 


FÊ conforme o poinel reloroco estd ó frente cu otras 


[Ex =266 ; Xy* [EX sa 266 5 Fl |Ex, 6 + FE 4532 miDES 
Ka cc(iso+z66+1064)=-2676 

| N, N, =[PX|,,es32 3 MM =P Xu” 532: Ro=Re*|9X,6* 1O6A 

RR a =- 1063 


Relexa ção Ímeor Segundo Or de um 


pome deum recticulodo de fprso 


Ag E PA Ya 197] get 197 py 
Ye (+ Xe + Ya) 
Luz Ls =-[É9 as à Le =Lpr-[PPep: RovRp= 5/99 pp? Ro * Ry 519 py; 


ER conforme o potnel reloxaodo estd & esquerdo ou b direito 


Ya=/9as ' 


| Relaração iimeor segundo O dr 
um porne/ de um rechiculo do de fpiso 


y «5 - y [DI - yo ID qo]: 
Y=-( + ' + )=- 
LeL=l|B] LL] R=R|] 
ReR-|97] 0  - 
Fig. 83 


um nó, por exemplo r, só origina momentos N 
qualquer que seja a direcção dos elementos a 
ele ligados. Se a estrutura é de nós fixos as 
únicas deformações possíveis são rotações dos 
nós e, em virtude da conclusão anterior, verifi- 
camos que podemos relaxar, separadamente uma 
das outras, as três sujeições angulares. Quer 


TÉCNICA 
654 


dizer, no caso da estrutura do 2.º exemplo, fig. 90, 
em vez de uma relaxação de três incógnitas 
(Ns, La, Rs) teremos na verdade três relaxações 
de uma incógnita. Se a estrutura é de nós móveis 
mas simétrica em forma, rigidez e solicitação, há 
apenas que considerar além das sujeições angu- 
lares dos nós, sujeições que impeçam o desloca- 


mento linear da estrutura no sentido das forças 
que a solicitam. Se este sentido é o do eixo Ox, 
as acções lineares XX sobre os diferentes paineis 
estão relacionados apenas com as relaxações 
angulares rr e respectivos momentos NN. As outras 
duas relaxações angulares p e q são não só indepen- 
dentes das anteriores mas também independentes 
entre si. Assim, no 1.º exemplo que adiante se 
apresentará os factores de operação e as relaxa- 
ções são divididos em três grupos, consoante as 
observações feitas. 


Vê-se, portanto, como a relaxação das estrutu- 
ras no espaço simétricas ou de nós fixos é, na 
verdade, muito simples. 


3.6 — Por último, há que obter os momentos 
de flexão e de torção, e os esforços transversos 
instalados nos diferentes elementos da estrutura, 
a partir das deformações e dos coeficientes de 
influência respectivos. 

As expressões que permitem a construção dos 
impressos de cálculo destas grandezas, são: 


Elementos paralelos a 0x: 


Ma=—|as|WB—VA)+m/d4] pda +] Ap 98 


Segundo Oz = = 
| | MB =—4 ag (VB Va) +m/ da |ag8 +40 | ap A 
Momentos de flexão | 
MA — m/f rA Hr n TB 
Segundo Ox ai al a 
MB =mlFE apra e FF lapa 
a” | um | , a 
Momento de torção: Na = f |PP | ap (PB — PA) dp = — Ma 
Segundo Oz: Zs=—|n |pa(ra + rB)=—ZA 


Esforços transversos 
Segundo Oy" Yp= 


Slas(Ve—Va)-—|ya| (daHqgg)=— YA 


Elementos paralelos a Oy: 


MA = — ax ag (UB— UA) +m/44 a qa Has dp 
Segundo Oz H x 
MB = — || po(UB— UA) +) da | AU qs+| da lay a 
Momentos de flexão 
MB = [pp po + PP y PA 
Segundo Ox E di E: & 
MA = mPP las Par |PP las pa 
Momento de torção: Yp=, rrlaB (rg—ral=— Wa 
Segundo Oz: Zp= —|2plas (pa+pa)=— Za 
Esforços transversos | | 
' Segundo Ox: XB= la (Us — UA) — || ké (qu+Hga)=—Xa 


Elementos paralelos a Oz: 


Segundo Ox | 


Momentos de flexão 


= 
Ma=—| 


Segundo Oy 


| Mp=—| 


RR us | 
Ma=—|pylam (Vs — VA) Em PPlas PAFE PP an EM 


| Me =— [py las (VE — VA) +m | PPl as pe +rlPp| as PA 


a (Us — UA) tm fas rateio las rp 


m (Us — UA) + m fl an rs +elrr las Pá 
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Momento de torção: 


Esforços transversos 
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Mig — eláa | AB (gp sá ga) ——— IWA 


Segundo Ox: Xs =|| an (Ug — UA) — | pa (ra tra) = — XA 


Segundo Oy: Yp= | vy | (Ve — VA) — | vp | dá (pa pB)j=— YB 


RELAXAÇÃO - RECTICULADOS NO ESPAÇO 
MOMENTOS FLECTORES E ESFORÇOS TRANSVERSOS 
ELEMENTOS PARALELOS 4 DEZ 

Unidades: Tinaiádo metro 


RELA 


XAÇÃO - OS NO ESPAÇ 
MOMENTOS DE FLEXÃO E ESFORÇOS TRANSVERSOS 
ELEMENTOS PARALELOS 4 O Y 

Unidades: Tonelada metro 


Mom am Es de Flaxão 


Tronsversos tegurndo 


RELAXAÇÃO — 


RECTICULADOS NO ESPAÇO . 


MOMENTOS DE FLEXAO E ESFORÇOS TRANSVEASOS 


ELEMENTOS PARALELOS A O X 


Unidades 


APRE 
- 


Elo 
AB 


Tonelada, 


metro. 


RELAXAÇÃO  RECTICULADOS ESPAÇO 
MOMENTOS DE TORÇÃO 
Unidades: a TR metro 


Efompnêos 
Faradados 
= Ex 


E fam , = 


dk ln 
= 
| 


ai 
Ba 


at 


a 
[a 


E! 
| 
Ls a 
E a 
= %y 
É b 
ai k 
e] =] 
Naty a. 


Como se vê, à medida que as estruturas se 
vão complicando o formulário vai sendo mais 
extenso e os cálculos mais demorados. No entanto 
a dificuldade intrínseca destes de pouco aumenta, 
pois que se continua a sistematizar o método de 
forma a deixar apenas ao bom critério do enge- 
nheiro a operação da relaxação. É isto uma das 


a 
md 


| 


grandes vantagens deste método que só por si 
o recomenda. 

As figs 84, 85, 86 e 87 apresentam os impres- 
sos de cálculo dos momentos de flexão, dos 
esforços transversos respectivos e dos momentos 
de torção; estão preenchidos com os valores 
referentes à estrutura que a seguir se calcula. 
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3.7 — Apresentamos por último dois exemplos 


que muito ajudarão a compreender o que se 


acabou de expor. 
1.º Exemplo ; 


Seja a estrutura simétrica da fig. 88. Na figura 
89 apresentam-se as acções de encastramento. 
As vigas têm a secção de 0,60 0,30 e os pila- 
res de 0,30 x 0,30; a rigidez de torção é, res- 


? o) 
| E po 
E tm e, 
+ E 


Fig. 88 


pectivamente, 3543 e 1091. Com estes valores e 
os diferentes momentos de inércia calculam-se os 
coeficientes de influência de todos os elementos 


da estrutura, fig. 81. Os factores de operação 
são obtidos nos impressos das folhas de cálculo 
respectivas, figs 82 e 83, e com eles se forma o 
Quadro LXXXIX dos factores de operação. 
A relaxação é feita no Quadro XC, compõe-se de 
três partes distintas e é muito simples; as três 
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equações auxiliares permitem que apenas se 
gaste cerca de meia hora em realizar esta opera- 
ção. Como o cálculo restante se reduz ao preen- 
chimento de impressos, figs. 84, 85, 86 e 87, 
pode-se na verdade afirmar que a relaxação sim- 


plifica extraordinariamente o cálculo das estru- 
turas no espaço, em especial o das estruturas 
simétricas e o das estruturas de nós fixos como 
do 2.º exemplo também se concluirá. 

Na fig. 90 apresentam-se as acções finais, ins- 
talada nos extremos de cada elemento, resultan- 
tes da sobreposição dos valores obtidos e das 
acções de encastramento. 


2.º Exemplo 


Seja a estrutura de nós fixos, fig. 91. Os seus 
elementos têm as mesmas secções do exemplo 
anterior. Apenas se apresentam os Quadros XCI 
e XCII dos factores de operação e da relaxação, 


ogEL ogEL LItI Lrtr | o o o 


| [8] o o o | o o [o] | 1I—=b='b lt ol 
Lrbr — | Libr — | ogEL — | ogEL = o o o | o o o o o o o a +=!b=&b | ati ; a 
ErOS Litr Litr o o o o o E o o o [e o 1— ==+b tr E 
Litr Eros o Lrbi o o o o o o o o o o 1 — == 'b Er 
Libr — o Er6S — | Lrtr — [8] o o o) o o o o o (o) I+=b EI 
o Litr— | Litr —| Eb6S — o [o o o [o o o o o o I++ =êb II 


pe i a —— - a Ea 


o o o o gSlar | gSLer | oLg€ oLgS o o o o | 8 o I— =fd=ºd |O 
o o | o o oLgS —| oLgS — gSLzr—| gSber— o o o o CU o | It=Id=id | or 
o o | o o Frg'Er ogg — oLgS o | o) o o o o o I— =%d | OI 
[o o o o ogg —| tigtEr o oLgS o | o o [e o o | 1I— = ó 
o o o o oLgS — o FroEr—| ggg o | o o o o o I+='d 9 
o o o o | o oLgS E 9gB Hhg ii o o o o o o I+ =d L 
—- E. Ê E RE —— pe - erE TA. EE cre 
o o o o o o o o | ctS — | Bts— | gSler | oLgS |gSlzr | oLgS I— =81==91 |O 
o o o [o o o | o o | ZEC | gES oLgs — gCLzr—| oLgS — gSzr—| 1t-=4=ê e) 
o o o o | O o o o | cigi— | z=igr — | =ES | BE ZES SES 1-=*"9="5| 9 
Egor o Ego! o o o o o oLgs — | tgor ZES cES o o 1+ = d5 9 
Egor — o Egor — o o o o o | +gor gLge — o o gES ZEs 1I+t="n 3 
o o o o o o o o: ZE —| O tro Er—| oLgS ggg — o I— = 81 b 
o o o o o | o o o ZES o olgS —|trgEi— o 988 It-= E 
o o o o o o o o o | zES—-| gg -—| o trgEr | oLgS [I— = z 
o o o o o o o o o ZES o | 988 “oLgS —| Frgti—| 14+=% I 
DGE EPP A GU A ai z esa 
ty “Y | 'H E “1 “1 o | “] EX VX NO N/oNo o cair 
PI gi | a H 01 6 8 L E) g y E | é I 


oJjaw “epepouo] :sapepiur 


opóriado ap saioperj — XIXXXT ONAVND 


ESzoco'o — = (,h1) = *b = 9b ogEL 


ECzooc'o = x." o=——— (x Lrbr + ofS'ir x ogêl — of'r (E 
ECzooo'o = (FI) = tb = b Tt ( Ed ) E og 
LLEooo'o — = (ol) = fd = 
a (97) a gSLei 
Llfcooto =(or)=td=kig LLooo'o =x "+ 0= (x 0LgS + Lots) + x gSler — Lote (e 
wu bógriooo =(9)=Fn="Yn 
pera Ezfocc'o — = (,9)= fi = ht gSLzr 
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SIP]0] SIOSPULIOJA(] : SaJPI[IxNe saoóenbg 
o o o | o | o o o | o o o | zo'o | zo'o | go'o | EO'O | 
og1 [981 |980 | geo o | 0 | O o o o Tete lo tio [Frost 
9g'T— og'I— | gt'o— | ge'o— o o o o o o | EO'O zoo |zo'o | zo'o 
of'o— | gf'o— | gg'1— | ggi— o o o o o qo a o o o o ECzooo'o tr 
oSr— | 08 - | 0£'r oS'I o DÊ. o o o o zco'o | =o'o go'o To'o 
o o o | o og'h | og't tr'z é o o o o o | o LL£ooo'io | o 
oS'1— | u£tti— | oStr | oS% pogt— | ogf— | pre— | brig— O oo | voo “colo | zo'o 
o o o o | Crs— |tre— |agth— |igtb— || o + E o o o o LL£ooo'o Red! 
oSi— | oStr— | oS'r oS'r | Lge— | Lge— | Lote Lg'z o o Eo'o zoo | moto zo'o 
| go'o— | zoo zoo | zoo | zoo | gEoooco q 
+ go'o o A 
Lro— | ext tg'r z1'p | Fa'r Ez£ooo'o id 
Ez'o ert— | ga [urr= | MBi— 
Ezto trz— | oS8C— | bhiz— | oSu— 1Etooo'o O 
o |o91= | 998 gor | 99% 
| o'E— | 66% bb'o bbo bb'o Tagioo'o /9 
o'£ Lge— | Lg'z Lge— | Lg'z | 
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| | ep odiL 
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QUADRO XCI— Factores de operação 


Unidades : Tonelada, metro 


| Vo , | 3 
Tipo 
Na | Lg Rs 
I =—I 13.644 o o 
2 p=+1 o — 13.644 o 
G=+1 | o | o — 5943 


QUADRO XCII — Relaxação 


Unidades: Tonelada, metro 
| | 

Valor l | º 5 

| da relaxação N; Ls Ra 
| = 2,67 2,67 | 1,50 

IL | O000Ig6 E 2,67 o | o 
| | o | 267 | 1.50 

2 | oocorgó | o — 2,67 | o 
o | o 1,50 
3 0,0002532 o o — 1.50 

O o 


Deformações totais: 


Ff; == — 0,000196 
p=" "*0,000196 
q) = 0,0009252 


únicos que interessa mostrar para que seja bem 
realçada a extrema simplicidade do cálculo. 


7 ou 
has 
a ore + 0,07 
MNA MADDEN Fa E) 4 = e.iô 
od 8 q | Gir azé 
aê? 4,83 ao 17º 0028 


D 


Bd 
Bo 


estão 
4 
º O 
Fig. 92 


Na fig. 92 estão indicadas as acções finais ins- 
taladas nos nós e apoios da estrutura. 


Conclusão 


Ao terminar a exposição que fizemos não 
podemos deixar de vincar que foi a leitura do 
livro do Prof. Southwell, «Relaxation Methods 
in Engineering Science», que nos permitiu estu- 
dar os fundamentos do método de relaxação e 
nos fez aperceber da sua fácil e proveitosa apli- 
cação. 

Não sabemos a razão porque este método de 
cálculo não teve até agora o sucesso e a vulga- 
rização de que é merecedor. É bem certo que o 
seu ilustre autor o apresentou sem uma feição 
prática e uma conveniente sistematização que o 
tornasse susceptível de se «bater» com o método 
de Cross e assim interessar os técnicos na sua 
aplicação. Como é sabido, estes têm quase sem- 
pre relutância em abandonar os seus processos 
habituais de cálculo e só o farão quando lhes 
for mostrado haver nítida vantagem nisso. 

O método de relaxação merece, na verdade, 
uma mais larga divulgação pois possui aquelas 
vantagens que interessam sempre os técnicos : 
simplicidade, rapidez, certeza. Ressalta, tal como 
o apresentámos, que só a operação de relaxação 
exige, para ser bem e rápidamente executada, a 
presença do engenheiro; todo o cálculo restante 
pode ser efectuado por auxiliares visto se redu- 
zir a simples preenchimentos de impressos. 
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Frizou-se no decorrer deste trabalho que a 
aplicação deste método depende da formação dos 
factores de operação. Uma vez obtidas as res- 
pectivas folhas de cálculo, só é exigido o conhe- 
cimento das quatro operações aritméticas, quer 
se trate de estruturas planas quer no espaço, de 
elementos normais ou inclinados. Sendo assim, 
cada folha que se forme e se publique é mais 
um tipo de estrutura cujo cálculo simples fica ao 
alcance de todos. 

Convém ainda dizer que, ao contrário do que 
sucede no método de Cross, o facto de um nó 
estar em equilibrio de rotação corresponde a 
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certeza de que a solução encontrada é a exacta. 
De facto, estes momentos obtêm-se impondo as 
extremidades de todos os elementos que concor- 
rem num nó, as mesmas deformações, o que 
corresponde a garantir-se a outra condição de 
equilíbrio de uma estrutura: a continuidade da 
sua deformada. 

E, por último, termina-se como se começou : o 
método de relaxação possui a grande vantagem 
de fornecer as deformações da estrutura que se 
calcula na sequência normal do seu desenvolvi- 
mento; nunca será demais insistir no interesse 
que o engenheiro tem neste conhecimento. 
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À maior usina siderúrgica do mundo localizada 
junto a um pôrto marítimo é a da Bethlehem, em 
Sparrows Point, Baltimore, E.U.A. O carregamento 
de produtos de exportação nesta usina oferece duas 
vantagens para o comprador: 

Primeira, elimina as demoras devidas a longos 
transportes terrestres. 

Segunda, diminui a possibilidade de avarias, 
porque simplifica as operações de embarque, 

A usina de Sparrows Point há anos atende o 
mercado exportador. Localizada junto ao mar, pode 
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atender rápidamente as encomendas—e, assim, eco- 
nomizar dias e até semanas. Bethlehem Steel Export 
Corporation, 25 Broadway, New York 4, E.U.A. 
Telegramas: “BETHLEHEM, NEWYORK.” 


A Bethlehem supre os mercados internacionais 
de tôdas as formas de aço, inclusive 
BARRAS X LIGAS ESPECIAIS X AÇOS PARA FERRAMEN- 
TAS X PERFIS PARA ESTRUTURAS * CHAPAS X FITAS 
X% FÓLHA DE FLANDRES X TUBOS X CABOS DE AÇO 
X VIGAS X TRILHOS 


Escritoriós e representantes em tôdas as principais cidades do mundo 
Em Moçambique: Albino Dias de Carvalho, Lda., Lourenço Marques 
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Vista da nave das máquinas das instalações da Lusalite em África | 
Executada pela Fábrica Metalúrgica e Construtora CARAVELA, LTD.“ (Antiga OMES) 


FÁBRICA METALURGICA E CONSTRUTORA 


Nesta oficina executam-se também outros trabalhos; como: 


Reservatórios, estruturas metálicas para aparelhos de elevação, 
postes metálicos, condutas metálicas, pontes metálicas, etc. 


Sede: Avenida Infante D. Henrique — Talhão 10 — LISBOA 


| 399008 


Telef. | 399480 
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